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Feuille 2 d’exercices

Exercice 1. Déterminer, suivant les valeurs de xy € R, les ensembles w(zg)/a(zg) pour 'application
f:R=R, z— 23

Exercice 2. Soit T: X — X une transformation continue d'un espace de Baire (toute intersection dénombrable
d’ouverts denses est dense) séparable (il existe une base dénombrable d’ouverts que ’on notera (U;);en). On veut
montrer I’équivalence entre

— T est positivement transitif, i.e., pour tous ouverts U, V, il existe n > 0 tel que T-"(U) NV # (;

— il existe z € X tel que w(z) = X.

(1) Montrer le sens facile.

(2) (a) Soit x € X. Montrer que w(z) = X si et seulement si pour tout entier m > 0, Porbite positive de T (x)
rencontre chacun des ouverts U;. En déduire que ’ensemble des tels points x est une intersection dénombrable
d’ouverts notés O; .

(b) Montrer que lorsque T est positivement transitif, chacun des ouverts O; ,, est dense dans X. Conclure.

Exercice 3.

(1) Soit P un polynéme complexe; on dit que z est un point critique de P si P’(z) = 0. Si A: z — az + b est une
application affine, montrer que A(zg) est un point critique du polynéme conjugué Ao Po A™! si zy est critique
pour P.

(2) Montrer que tout polynome complexe de degré deux est conjugué, via une application affine, & un unique
polynéome de la forme 2% + ¢ (on pourra commencer par ramener le point critique en 0 en conjuguant par une
translation).

Exercice 4. Soit T: X — X une application définie sur un ensemble X. On dit que x € X est prépériodique si x
n’est pas périodique et s’il existe des entiers m > n > 0 tels que T™(x) = T"(x).
(1) Donner un exemple d’application ayant un point prépériodique. Peut-on trouver un exemple bijectif ?

(2) Montrer que si X est fini, alors tout point est périodique ou prépériodique. Montrer également qu’il existe des
points périodiques.

(3) On suppose que X est un espace métrique et que T est un homéomorphisme. On souhaite montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) x est périodique (ii) O(z) est compacte.
(a) Montrer que (i) implique (ii).

(b) Pour l'implication réciproque, montrer qu'un compact dénombrable admet toujours un point isolé et en
déduire que tous les points de O(z) sont isolés. Conclure.

(¢) On suppose que X est un espace métrique et que T est continue. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :
i) 2 est périodique ou prépériodique (i) OT (x) est compacte.
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Exercice 5. Montrer que si X est un espace métrique compact et si T: X — X est une application continue, alors
pour tout z € X, on a T(w(z)) = w(x).

Exercice 6. Soit (X,d) un espace métrique et T: X — X une application continue. On dit que x € X est récurrent
par chaines si pour tout € > 0 il existe un entier n > 1 et une suite finie (T)o<k<n VErifiant

— =Ty =x;

— pour tout k € {0,...,n}, on a d(zry1, T (zg)) < €.

(1) Montrer que tout point non errant est récurrent par chaines. La réciproque est-elle vraie ?

(2) Dans le cas ou X est compact, montrer que l'ensemble Rec.,(T) des points récurrents par chaines est positive-
ment tnvariant.

Exercice 7. Soit I C R un intervalle. Montrer qu’aucun homéomorphisme croissant f: I — I n’est topologiquement
transitif.

Exercice 8. Soit m > 1 un entier. On consideére I'application f,,: S! — S! définie par f,,: z — z™. Montrer que
E,: x+— mx mod 1 et f,, sont topologiquement conjuguées.



Exercice 9. On va démontrer que toute application continue surjective 7: X — X sur un espace topologique séparé
admet une extension naturelle T: X — X qui est un homéomorphisme. On munit I'espace produit X~ (ensemble des
suites a valeurs dans X indexées par les entiers relatifs négatifs) de la topologie produit et on considere ’application

T: XN = XN (2r)k<o = (T(r))k<o-

Montrer que T est continue et que ’ensemble

X={F=(zp)rco € X Vi k<0=ap41 =T(z1)}
est une partie fermée de X _~N positivement invariante par T , que la restriction T de T a4 X est un homéomorphisme,
et que T est un facteur de T.
Exercice 10. Soit d € N\ {0,1}. Soit F: R — R une application continue vérifiant
(1) VeeR, VkeZ, F(z+k)=F(z)+kd.
La fonction F induit donc une fonction continue f: T — T définie par

f(r(2)) = w(F ()

La condition (1) se lit “f est de degré d”, et cette condition est vraie pour tout relévement de f puisqu’ils différent
tous d’un entier. On note £ ’ensemble des applications H: R — R continues telles que
VeeR, H(x+1)=H(x)+1.
On définit Uapplication ® par : pour tout H € £,
1
OH):R-R, z— aH(F(x))
(1) Montrer que £ est stable par @, puis que ®: € — £ a un unique point fize, noté Hy.
(2) Expliquer pourquoi Hy reléve une application continue hg: T — T de degré 1, puis prouver que hg est une
semi-conjugaison entre f et l’endomorphisme linéaire Eq: x — dr mod 1.



