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Exercice 1 Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé et X : Ω→ N une variable aléatoire entière, avec E(X) <
+∞. Montrer que

E(X) =

+∞∑
n=0

P (X > n).

Exercice 2 Pour tout a ∈ R, on note δa la mesure de Dirac au point a définie sur la tribu des boréliens
B(R) de la manière suivante : pour tout borélien B ∈ B(R), δa(B) = 1 si a ∈ B, et δa(B) = 0 sinon.
Soient a1, · · · , an ∈ R, n ≥ 1, et λ1, · · · , λn ∈ [0, 1] tels que λ1 + · · ·+ λn = 1. On pose P :=

∑n
k=1 λkδak

.
1. Vérifier que P =

∑n
k=1 λkδak

est une mesure de probabilité sur la tribu des boréliens B(R).
2. Soit B ∈ B(R) un borélien. Calculer l’intégrale

∫
R 1B dP .

3. En déduire l’intégrale E(f) =
∫

R f dP d’une fonction mesurable positive f : R→ R+ quelconque.
4. Soit f : R→ R mesurable. Vérifier que E(f) =

∫
R f dP existe, et montrer que si f prend ses valeurs

dans un intervalle I ⊂ R, alors E(f) ∈ I.

Exercice 3 Soit (εn)n ∈ (0, 1)N une suite de nombres dans (0, 1). On définit une suite de sous-ensembles
(Kn)n≥0 de [0, 1] de la façon suivante : on pose K0 := [0, 1], et pour tout n ≥ 0, en notant Kn = t`(n)k=1I

k
n,

avec `(n) ∈ N et Ikn = [akn, b
k
n], ∀ k ∈ {1, · · · , `(n)}, soit Kn+1 ⊂ Kn le sous-ensemble obtenu à partir de

Kn en retirant de chaque intervalle Ikn = [akn, b
k
n] l’intervalle ouvert Jk

n de centre ak
n+bkn
2 et de longueur

λ(Jk
n) = (1− εn)λ(Ikn), où λ est la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. On pose K := limn→+∞Kn.
1. Pour tout n ≥ 0, calculer le nombre `(n) d’intervalles composant Kn. Montrer que pour tout n ≥ 0,
Kn appartient à la tribu borélienne B([0, 1]), puis que K ∈ B([0, 1]).

2. Pour tout n ≥ 0, calculer la mesure de Lebesgue λ(Kn+1) de Kn+1 en fonction de celle de Kn.
En déduire l’expression de λ(Kn) pour tout n ≥ 0 en fonction des termes de (εm)m.

3. On suppose que −
∑+∞

n=0 log εn = +∞. Calculer la mesure de Lebesgue λ(K) de K.
4. On suppose à présent que −

∑+∞
n=0 log εn = a 6= +∞. Calculer la mesure de Lebesgue λ(K) de K.

Exercice 4 Montrer qu’il n’existe pas de mesure de probabilité P sur (R,B(R)) invariante par transla-
tion, i.e., telle que pour tout a ∈ R, (Ta)∗P = P , où Ta : x 7→ x+ a, et (Ta)∗P : B(R) 3 B 7→ P (T−1a (B)).

Exercice 5 On étudie l’évolution d’une population au cours du temps. On modélise cela à l’aide d’un
espace probabilisé (Ω,A, P ) et d’une suite (Zn)n≥0 de variables aléatoires, où Zn : Ω → N représente le
nombre d’individus de la n-ème génération. On suppose que Z0 = 1. Pour tout n ≥ 0, chaque individu
i ∈ {1, · · · , Zn} de la n-ème génération engendre un nombre aléatoire d’enfants, décrit par une variable
aléatoire Xi

n : Ω → N. Pour tout n ≥ 0, on suppose que les (Xi
n)1≤i≤Zn

sont indépendantes, ont même
loi (correspondant à une mesure de probabilité Q sur (N,P(N))), avec α := E(Xn

i ) < +∞, et que les
(Xi

n)1≤i≤Zn sont indépendantes de Zn.
1. Pour tout n ≥ 0, donner une formule exprimant Zn+1 en fonction de Zn et des (Xi

n)1≤i≤Zn .
2. Pour tout n ≥ 0, on note gn la fonction génératrice de Zn. À l’aide de la question 1., montrer que

gn+1 = gn ◦ g, ∀n ≥ 0,

où g est la fonction génératrice de la loi Q commune aux (Xi
n)1≤i≤Zn

.
3. Pour tout n ≥ 0, en déduire l’expression de gn en fonction de g et n.
4. Pour tout n ≥ 0, montrer que gn est dérivable en 1, et calculer g′n(1) en fonction de g′(1) et n.
5. En déduire que Zn est intégrable pour tout n ≥ 0, et donner l’expression de E(Zn) en fonction de
α = E(Xn

i ) et n.
6. Pour n ≥ 0, on pose An := {Zn 6= 0}. Montrer que la suite (An)n ∈ AN est décroissante et que

P (An) = P (Zn 6= 0) ≤ αn, ∀n ≥ 0.

7. À l’aide du lemme de Borel-Cantelli, montrer que si α = E(Xn
i ) ∈ [0, 1), alors avec probabilité un,

la population s’éteint en temps fini, i.e., il existe n0 ∈ N tel que Zn = 0 pour n ≥ n0.
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