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Dans tous les exercices, (Ω,A, P ) désigne un espace probabilisé sur lequel les variables aléatoires sont
définies. On rappelle que “v.a.r.” signifie “variable aléatoire réelle”.

Exercice 1 On joue à “Pile” ou “Face” avec une pièce. Pour tout entier n ≥ 1, on considère la variable
aléatoire Xn : Ω → {0, 1} qui vaut 1 si l’on obtient “Pile” au n-ème lancer et 0 si l’on obtient “Face” au
n-ème lancer. On suppose que pour un certain p ∈]0, 1[, on a

P (Xn = 0) = p, ∀n ≥ 1.

Pour tout entier n ≥ 1, on définit l’événement An := {Xn+1 6= Xn}.
1. Pour tout entier n ≥ 1, calculer P (An).
2. Pour tout entier n ≥ 1, calculer P (An ∩An+1).
3. Soit f : [0, 1]→ R la fonction x 7→ f(x) := 4x(1− x). Monter que f(x) ∈ [0, 1] pour tout x ∈ [0, 1],

et que f(x) = 1 si et seulement si x = 1
2 .

4. Les événements An et An+1 sont-ils indépendants ? Discuter selon les valeurs de p.
5. Pour tous entiers n ≥ 1 et k ≥ 2, calculer P (An+k|An). Les événements An et An+k sont-ils

indépendants ?
6. Soit (Tn)n∈N la suite de variables aléatoires Tn : Ω→ N∪ {+∞}, avec T0(ω) = 0, pour tout ω ∈ Ω,

et pour n ≥ 1,

Tn : ω 7→
{

+∞, si Tn−1(ω) = +∞ ou {k > Tn−1(ω) : Xk+1(ω) 6= Xk(ω)} = ∅,
inf{k > Tn−1(ω) : Xk+1(ω) 6= Xk(ω)} sinon.

(a) Pour tout entier k ≥ 1, calculer P ({T1 > k}), et en déduire que P ({T1 6= +∞}) = 1.
(b) Montrer que lim supk A2k ⊂

⋂
n≥0{Tn 6= +∞}.

(c) En déduire qu’avec probabilité 1, Tn < +∞ pour tout n ≥ 0.

Exercice 2 Soit X : Ω→ R une v.a.r. de loi normale N (0, 1).
1. Montrer que pour tout a > 0, P (X ≥ −a) = 1− 1

2P (|X| > a).
2. En déduire que pour tout a > 0, ∫ +∞

−a
e−

x2

2 dx ≥
√

2π
(

1− 1

2a2

)
.

3. Soit λ ∈ R. Montrer que la v.a.r. eλX est intégrable, et calculer son espérance E(eλX).

Exercice 3 Soit ρ > 0, et soit D := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ ρ2} le disque de centre (0, 0) et rayon ρ > 0.
On considère un couple Z = (X,Y ) de v.a.r. à valeurs dans D et de loi uniforme, i.e., de densité

fZ : (x, y) 7→ 1

πρ2
1D(x, y).

1. Déterminer les densités marginales fX et fY .
2. Calculer les espérances de X et Y .
3. On considère un jeu de fléchettes. On représente la cible par le disque D ; un lancer est décrit par

le vecteur aléatoire Z = (X,Y ), où X,Y correspondent aux coordonnées du point d’impact de la
fléchette. On suppose que le score obtenu correspond à la v.a.r. S := ρ−

√
X2 + Y 2.

Déterminer la loi de S (on pourra considérer E(h(S)) pour h : R→ R mesurable bornée).

Exercice 4 Soit p ∈ [0, 1].
1. Calculer la fonction caractéristique φX d’une v.a.r. X de loi de Bernoulli de paramètre p.
2. On se donne n ≥ 1 v.a.r. indépendantes X1, . . . , Xn de loi de Bernoulli de paramètre p. Calculer la

fonction caractéristique φS de leur somme S := X1 + · · ·+Xn. Quelle est la loi de S ?
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