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Examen de probabilités
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Le sujet comporte deux pages, et trois exercices. Dans tous les exercices, (2, A, P) désigne un espace
probabilisé sur lequel les variables aléatoires sont définies. On rappelle que “v.a.(r.)” signifie “variable
aléatoire (réelle)” et que “p.s.” signifie “presque sirement”. On rappelle que pour une v.a.r. X, et pour un
réel t € R, on utilise la notation abrégée {X >t} pour désigner l’événement {w € Q : X (w) > t}.

Exercice 1 (~ 5 pts) Soit A > 0. On considére une population de n > 1 individus ayant souscrit une

assurance automobile; pour 1 < k < n, la probabilité que l'individu k ait un accident est égale a p,, = %,

indépendamment de ce qui arrive aux autres assurés. On introduit des v.a.r. (X%)i1<k<, indépendantes
suivant toutes une loi de Bernoulli de parameétre p,,, ot X3 = 1 si l'individu k a un accident, et X =0
sinon. Soit S, := X1 + --- + X, la v.a.r. représentant le nombre total de personnes que I'assurance devra
indemniser.

1. Donner la loi et la fonction caractéristique ¢,, de S,.

2. Soit Y une v.a.r. de loi de Poisson P(A) de paramétre A > 0. Calculer la fonction caractéristique
¢Y de Y.

3. Montrer que la suite de fonctions (¢, )n>1 converge simplement quand n — +o0, et en déduire un
résultat de convergence sur la suite de v.a.r. (Sy,)n>1.

Exercice 2 (~ 7 pts) On définit la fonction I': R4 \{0} =+ RparT': o > fo * " le~® dr. Etant donnés
des parameétres a > 0 et A > 0, on appelle loi Gamma I'(a, \) la loi de densité
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1. (a) Montrer que I'(a+ 1) = aI'(a) pour tout a > 0, et I'(1) = 1. Que vaut I'(n) pour n > 1 entier ?
Indication : faire une intégration par parties.

(b) Veérifier que fq, x est bien une densité de probabilité.

(¢) Reconnaitre la loi T'(1, A).

(d) Soit X une v.a.r. de loi I'(c, 1). Pour A > 0, calculer la loi de X, := <

2. Soit U, V deux v.a.r. indépendantes de lois respectives I'(a, A) et T'(3, A), avec «, 8 > 0.

(a) Rappeler la densité f(y,y) du couple (U, V), puis calculer la loi du couple (Y, Z) = (UZV, U+V).
Indication : vérifier que (u,v) = (y,2) = (4,4 + v) est un C'-diffecomorphisme de ]0, +oo[?
sur ]0, 1[x]0, +oo[ et considérer E(h(U,V')) pour h: ]0, +oo[?>— R continue bornée.

(b) En déduire la loi de la v.ar. Z=U+V.

Retrouver le résultat de la question (2b) a I’aide d’un produit de convolution.
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(d) Exprimer la densité fy dela v.ar. Y = WUV et montrer que les v.a.r. Y, Z sont indépendantes.

Exercice 3 (~ 8 pts) On considére des v.a.r. indépendantes (Xj)r>1, avec Xy, € L2(2, A, P) et E(Xj) =
0, pour tout k > 1. Pour tout entier k > 1, on définit la v.a.r. Sy := X1 + --- + X. Notre but est
de démontrer 1'inégalité de Kolmogorov (qui renforce 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour des v.a.
indépendantes), c’est-a-dire : pour tout entier n > 1, et pour tout réel positif ¢ > 0,

P( max 1Sk > t) < <z ZVar (X3). (1)
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Fixons n > 1 et t > 0. Pour tout k € {1,...,n}, on définit 'événement Ay := {|Sg| > t} € A.

1. Exprimer 'événement {maxi<p<n |Sk| > t} & laide des événements A;,..., A,.

1 Tournez la page S.V.P.



. Vérifier que les événements

k—1
c
Bk::Akm<UAj>7 k=1,....,n
j=1
sont disjoints, et satisfont U}_; By = Up_; Ag.

. A T'aide de la question précédente, montrer que pour tout entier k& € {1,...,n},
E(lBkSk(Sn — Sk)) =0.

Indication : réécrire Sy et (S, — Sk) a laide des (X;)j=1,...n-
. En déduire que

> E(lBk [S2 — 281,(S, — Sk)]) <E(S3),

k=1

puis que )
> E(15,[82 — 25k(S0 — S1)]) = Y E(15,SP).
k=1 k=1

Indication : penser & I'identité remarquable a? — 2ab + b*> = (a — b)?, pour a,b € R.

. Montrer que pour tout entier k € {1,...,n},

1
P(By) = P(1p,|S| > 1) < 5E(15,50).

6. Conclure la preuve de l'inégalité de Kolmogorov (1).

7. On suppose en plus que Z::i Var(Xy) < +o0o. Montrer que la suite de v.a.r. (Sy,),>1 converge p.s.
Indication : montrer que la suite (Sp)p>1 est p.s. de Cauchy en utilisant l'inégalité (1) pour
mMaX;,>n |Sm — Snl-



