


Suites et séries de fonctions

E
,
F

espaces métrique , ff1 suite d' appli de E dans F .

Si ttx C- E
, bain fu = : f existé , que

dire de f
?

¥ ⇒ t çi ? ex)
ms CV aigle ,

CV uniforme . -
-

Yi f- n = Ëonpe , uh : R - R
,
→ série de fortins

on ① → ¢

→ CV normale
. .

.



1) CV smjb le CV uniforme

X ensemble
, Ê ,

d) espace métrique , (f) n suite tg tn :X→ E

Fn 70 .

Défi : fn) n CV simplement (CVS) vers f- :X → E si

tx EX
, ffn ), CV vers f-④ dans E

,
i. e-
,

tt cso
,
ttx EX

,
7N
⇐
EN t -

q n > N
"
⇒ dffn ,

te

f- = lui . smjle de (f) n '

Af : (fn) CV uniformément (cru) vers f- :X → E si

tt E) 0
,
3- NE EN t.q.tt × EX, n 7N

,
⇒ d ( fn fdp EE .

f-- lin . mif de (f) n'



Rque : Cw ⇒ Cvs
.

ex . :O n EIN
, fn : R → R

× ps silex)
n

× ↳ 0
. HE > 0

,
ns [f) + t* au vm. ( ⇒ *pentes)

② n EN
, fn : Rt - R

× tu ±
hty

"

(f) CVS
vers × ts 0 ,

mais CVU seul
"
on partis bornées

.



car ffn I E E ⇐ n 7 '

Y ×

donc tt AC R
, ffn @ / Es

,
Fx E A

⇐ h 7 ¥ Xp où xp = ap
A-

possible que
si A- et borné

.

ftp.r .

à l' aide de graphes :

f- n :X - E , (f) n as mis f.

(f) a CW vers f- ⇐ GE { ( x, fn ,
× c- ×}

C Pe = { (x, y ) E Xx E : % . #De}



P
,

Erving;
Mm : (f) a cru vers f- ⇐ @d. → 0 ,

à

mn :-. svp d ff41, #
× EX

ex .
:

• fn : A+ - R CVU vers × ts 0 .

× ts xénx

( f- n'④ ÷ f- nxté
"

ms mn = tu (f) = ±) .



• fu : htt → R

× je n' xe
- "×

,
470 .

(f) CVS vers × te 0
.

"
n
= fn = hË

(f) CW h
*→

ça ⇐ a CI .

• fn : R → R CVS vers xrso
.

× ↳ ¥
Itnx

?

max . µ x -- ¥ → fn = £ donc ¥ .



Mm : fn : X → E
, LEM -Desperate normé .

a) (f) CVU vus Q : × ,- 0

⇐ a c- RÎ t' trié Î
, µ Il C- En

b) (f) cwm¥
⇐ 3- ¢) ex

'N

t.ge#xnDz/o .

loin
. : mn : =

sçp Ptn tt

a) mn
E En ⇒ mn f0

b) mn > ptn Il ⇒ mn .



ex . :

1) fn = e-
"
si ×

,
× > o .

µ IE e-"× et

× Epp
,

xé"
- ¥ → 0 .

En

2) fu .

sil (f) CVS ms I , mais pour # = ¥
It n'×

2

tuent = ¥0 ⇒ ④¥ .



Prop . :( critère de Candy )
(f) n suite

, fn :X → CE, d) espace m'tnjm

1) (f) n CVU ⇒ Asso
,
3- NE >a t

- q n > Ne , pan,

⇒ ttxex
,

d#, fp «

2) Si Est complet , ⇐ 44mL mif de Candy
(en part . pour E-- R,

loin
. : 1) (f) cru ⇒ Asso , 3- N

,
EN t' qnp

> NE ⇒

vest dyn , # EI t' EX
P

⇒ d (fn Ap # Es



2) fi
,

tt × EX
, # d)

n

de Candy ⇒ CV mn f-④
÷ fin fut

f × EX
,Sin no

,
et sir N

,
EN t

-

q n
, p > NE ⇒dffniqfpd-s.pe+ a ⇒ d # ④
, fdp EE , ttx C- ×

.

Intnp fonctionnelle :

X en
, (E) d) sp . métrique , DX, E) = { f :X - E, bornée}
D dit

. son B ¢, E) :

D # g) = sçp,
d (FN, g .

§# Et , D) est un espace métrique confia



~ (fr) n CVU vers f- ⇐ D #§) → 0

⇐ HEY - f dans @④ Et
, D) .

et (f) mif de Candy ⇐ (f) n est de Candy dans Et
, D) .



2) limite uniforme de frottis % :[→ ⇐
Un : E, F sp . métriques , ¢! site imft CV

Yi tn
, fn est en a C- E

,
alors f- et C

'

en a
.

déni
: Hoo

,
J' n EN t.q.tt × C- E

,
d #④ , E Ez .

f. on a ⇒ J' V vois -

de a t
-

q . × et ⇒ dffn f-«Deç.

"Ê d # ④
,

t d #* tn + d (fn fn +
d #H

TE TE TÉ
E a 9



G. : (fn) . CVU
, fr C

'

Fn

⇒ f- fin tu en co
.

exe : 1) fn : Rt - R CVS vers f : RIR
× je e-

"×
× ts l six ⇒

• si × > 0
.

tn
, fr C ' mais f- ¥ donc 41¥ .

2) idem
pour fn :

R - R

× ts L
l tn x2



f.
que :

E
,
F 2 up . Ûetûgis ,

[¥,
f) = { f : Esf

, f- C
' et bornée}

üË CICE ,
F) est une partie fermée de § F)

, D)

( Si foot aryen, § CE , F) D) en confer
et ¢ F) D) est aryen )

Prop .

: E
, ftp.mtuqis , (f) n t' g. fn : E - F C

"

f-n CVS vers f : E → F

et CVU son tout K CE compact .

Abs for Com E
.



déni tt K CE coupon , f1 est co
. D8

K

exe : 1) fu = ¥× , × > o .

CVU
vus 9 am tort partie compète de Rt

⇒ limite Ca
.

2) fn (x) = e- " ×, × 70 .

A CR
+ Yo} compact .

⇒ a = Inf A > 0 .

tx C- A
,

× > a ⇒ e-
" ×
se

-na

%
→ WU an A et lin

.

Ca
.



Double passage à la limite

Prop . : E
,
F ap . métriques , A CE , (f)n , fn : A - F

CVU vu f : A → F.

Soit a rt un pt d'
accumulation d A t

-

q
tn EN

,

bn--gfEsafn@exishYiFstcoybr.LbnIn
a une limite b = Çà f4) , i -e-,

A

bin tn fn = lin
n - +a x. a xgsahI.atn

A



déni . si a C- A
, fn en C ' en a tt n

¥ f et C
'

en a

^ MI
.
liîatn = Hal

*
Ça f- ;Ça bi fa -

~
y

he To

Afn(a) A A

• Si
a ¢ A , pas

B = AU taf .

G prolonge f- a en

gni ? I Ffn si × c- A

bu si × = a

(f) mif de Canchy ⇒ te so
,
3 N
,
EN t.gg?Nz

⇒ d # ④
, f. d) C- a

,
tt x EA

-



→ d (g. Cal, gp ) s ' ( x - a)
=
d ¢ ni bp)

⇒ (ba =

g * (a) ), de Candy donc CV
,

vers b- lçibn .

De plus , d (g. ④ , gp ) ts , tt × c- B

I "
.i. e.

, § . ) n meuf à vous

g
: × ts f- ④ - hé fdpEA

g@
=
b
,
x=a

Ans
y

est C
'

en a et donc fissa = fiiez =

g@
=
b



3) Limites de fretin démiabls

ex . : tn = ¥ E)
É
,

× C- R
.

f)n CVS vers f : xtslxl .

MEFIE VÉ: H+ !
d' où Ifncx) - f-④ / E f ,

tx c- R

⇒ #a

CVU vers f.

Mais fa (
"

on IR

& f- pas démène en 0 .



Ibm
: E e.vn

.

,
ICR intervalle

, (f)a , fn : I - E démielle

fn) CVS vers f : I - E .

Alors f désirable sur I ⇐ (f)n CVU am I
,
et alors

t'④ = fin f-n'④ ,
tx c- I

ie
. ¥ lçifn = hé ¥ fn ,

tx c- I
-

déni
: soit ×

.

EI vs tt × C- Il fxdp , qn e. = tn④-fn
× - Xo

ce : = f-
× -Xo

et En # ÷ f- n'd.) , ce = fin f- n'¢ ) .



-

→ qndif.sn I , (
°

en ×
.

et CVS vers q am I
.

Pom
mq . f- admet ce = hin f- n'¢) comme déniée en x.

,

il suffit de mg. qsr C. en ×
.

.

Pour cela
,
m' q q . CVU vers ce son I.

• Acomsiemuufinisif.ffnH-fpH-lfnCxot-fp@Df.ffpied
⇒ 19kt - qp le :p µ . # p

L' EI -



(f) cru sur I ⇒ te > o
,

3- NÉÎQ .

n
, p
> Ne

⇒

¥ Hé
- files

⇒ Ippen - qpl Es

p → ta ⇒

Ep Iqn - cel Es ,
ii. centaures¥

.

B

i a > ° - fn Iga, *[
à fn : xrs e-

"

( CVU vers I et f-n
'

: xp
-né" au - I

Gabin first = t' ,

tx C- [a. taf



Prop .
: E e. un . ampleur , I C R ist

.

(f) n suite d' age . dei
. de I dans E t'

q .

# ) cw sur I .

Si 7 x. et t.qfnx.ba
alors

"

(f) n CVU sur tnh partie bornée de I
.

± .

¥: iii."
t.ca#*t-VxEIAcIbmee.d:--%falx-xoI

.

7. Né EN t.gg > Né ⇒ Afn - fp DE E .

" P" l " "
11fr - fp Il E E (Hd ) : Candy . &



4) Séries de fonctions

déf . : X em
,

E e. v. n '

, @ a) n , nn :X → E

Sn : X - E

× ts Ème -

Yi ¢) cvs an X
,
on dit que [ un CVS an X

.

Yi ¢) CVUSMX
,
on dit que [ un CVU an X

.

Thm : (nn )
n , un

:X → E .

% § un CVU an X et fn
, un en

co ) en a EXan X

alors [ un en c) en a C-X

an X .



ex .
: tt de [0,1f , S : zI→Ê

.

z
"

CVU son DJ : -- tzee : fatal,

=
I
I - z

it Is - SHI -- f, le
'

( ⇒ s e)

Prop . : X sp . métrique , A CX
, (4) n , un :X

- E e.vn . complet
t

- q [ un
cru

.

f- a point d' acc .
de A

, t.q.tn , un = .li un existe
,

→ a

A

on a : . [ un CV vers S
- Ëovn ,



ta

• S = hin Sfx) : -
[ un .

× → a 4=0

A

ici
, Ë

.fjiannCxt--faiInn@dEiCnamidenSnCxt--E.nknon
qfvimbspzfqajqo.to

ex :
[ L cru son R
h = l xtth

"

" II. ¥. = o men

} ÎËÏ. - o .



Dénaturé terme à terme

fhm :
I C R intervalle

(1)
n , un :
I → E e.vn

.

,
[ un CVS

.

démiabb n

Ii [ ni au sm I
,
alors

ta

S : × ts [ un est démise sur I
,

et

h = 0

1-

S'④ = [ ni fx EI
.

4=0
/

+a

iii. ¥ Ënn =
[ ¥ un .

4=0

DE . : corollaire des nés . pour les airs de futurs . Es



Prop . : @In I mn i I → Ê
en emplit

t.q.mn déraille et [ né cw on I.

Pm
que [ un

Cvs au I
,
il sfptqmfx.CI ,
toi ! und. ) Cv

,
rt

et alors [ un CW son tnté partie bornée .de
I

.

exe : I = f- h , le] , KLI , t' = R -

nn# = tI ( te I, n > o)

[ m' ④ = § t
"

CVU an I



et pour te , [ nn Cv .

⇒ [ un (E) cru son I
,
et sa somme vérifie

ta

%) = [ un = o

h =D

s'es -- ÏÊ n'es = Et

d'à ses =
- loge - t) = Ë ,

te ] -1,5L .



5) Convergence uniforme / monde des séries

Prop . : ( critère de Candy )
(nn ) nanti d' appli le X dans E e. un .

Pour que [ nn Cw sur X
,
il faut que

tt Edo
,

] Nz EN t.q.tt × EX, tp >ns Ns ,

tu *, t - - - t up (x ) ) E s
.

Cord
.
m'a et suffisante si E est complet . (en pour sgjfp.LK)

tam ' :
and

.

⇐ ¢). wifi de Candy .



Convergence monde

Dit : (a) n suite d' appli de X dans e.vn .
E

.

[ un est normalement croyante (CVN) sur × s' il existe

[ v. série numérique à t -
q tn EN, tx EX,

Hnn Il E un .

Fhm : E e.vn . complet . Pour
que fun)n , un :X- E satisfasse

[ un Cw
,
il suffit que [ un an .



dém
. : Sir [un et [ va comme à - dessus

.

A ho
,JNgElNt.qp7n7Nz-_sVnnt-.tvpCEttXEXylluhn@t-i.tnpCxIfEvnn t- - - t Vp

LE

donc [ un vérifie le aitù de Canchy hnifme ⇒ cru .

↳ Easybt

ex . : ① un = eË × Et
,
n > l

'

Inn le ¥ ⇒ [ un an son R



+a

② [ L CVN son R .

4=1
httxt

③ un # = ¥ , 2- C- e.

Inn # l = ¥ , × -- Re
.

⇒ ta > 1
,
[ un # CVN à { a- EE

,
RE) ya }

Ses = Innes est noté 3# : foutus de Riemann .

④ un @ =
L

¢- b)
2
' ZEÇ 2- ¢ 1N

.



A- ce bmé c { IHERJ ,
R > 0

.

no E N
, no > R .

¥ ZE A
,
tn 7ha

,

lunch ! Ère
to

[ L Cv ⇒ Inn# UN sm A
"
= no § - R)

'

⇒ [ nn CVU son AIN ,

to

it se) : > [ L fmtmi com et N .

a- of- ni RIN .



De plus [ m' ④ =
- 2 [¥,z cru à tous A-

'

can

borné

ta

⇒ tt × E Rt 1N
,

S'C) =
- 2 [ L

h --o (x - n)
s

'



6) Stone - Weierstrass

K = Ron E
,
X sp . top . compact .

%,
K) = 4 f :X → K , f- antimite .

↳ f. g) =snpftfcxt-g@pxEXI.CYx
,

K ) et m e. v. n ' ( Hfh, = spf#/ , × c-X))
m et peut être muni du produit

(f. g) ts (x ts f get)



Ppté : • produit Gmmtotf et associatif , distributif A t (ftg :(x¥¥,
m) C
'

( X, K) anneau ammtétf .

• K-algèbre : tt f E C
'

H , g- fg et K ie .

V-g.tn C- C K )
,
ta C- K

,

fifth) = fgtfh et fdg) - afg ) .

. tf.ge ce # K)
, kff1, C- IHH

, llgk,
⇒ produit (

°

( Ilfg .

- fydxtttflgiatllatttfifdg.to
C- Il f. Il , Ils ,

- gallo t IH ,
- f-HIGH .)



fhm : ( Stone - Weierstrass , cas ûe )
X up . top . aryen , A C C

'

¢, R) sous - algèbre t.ge

a) kx EX
,
J f C- A t - g. f-④ f- 0 .

b) txy EX , Hy , 3- f- C- A t -

q . f-④ ¥ f4) .

Alors A et dense dans ce ¢, A) .

lemme : tn VI et lui mf.sn @ D de (f)
a

↳ polynômes t-q.ph@ =a



déni : se f- QD m f- ⑥ =
t - Fs .

ta

1- =
[
ans

"

développent en Eoin entières 0
.

" =L CVN à J - t, ' [ .

( f-
'

⑤ = test ", f-
"

④ = { Est
-"
mtn

, f-
"
a- b. d- d

""

bn # [ f) b. , b. =L .

au = b÷ , b. sa _ )
h

Lit Qn : s ts [ ahshh
= ,

Ks E [0,5L , on @ CV vers l - Fs
.



au > o tn Il ⇒ ts Elo, il , @ x) I

⇒ Un 71
,

1- F7 Qnd) (aussi pour sa pa

ns ¢ Î majorée donc [
au

Cv
,
et [ ans

" CVN son [0,1J .

HansYI an )
→ Sa sonne et co et = ( re t - F) an [0, E .

et d) cru sur [QD vous s - t - Fs .

En pose Pn = Qnd) - and - t) .

→ (b)n CVU son [QD vers ft . &



Lame : A C C
' (× , R) ss alg . fermée .

a) Si f C- A en à valeurs dans Rt
, Ff C- A .

b) ttfe A
, 1ft c- A

c) tfg EA
, svp (f. g) E A

,

ùff , g) C- A

d) tt J # $
,
JCA

, svp f) EA

if ④ c- A



t a) f :X - Rt .

a C- RÎ t - q
a kf1 Et .

h :X → fait
, xrsaftx)

g
: G.De R

,
tu rt

.

→ goh est lui . mif .

de oh)

h E A ⇒ Fn > 0
,

h " C- A ⇒ P
,
oh E A.

A fermée ⇒ geh C- A
-

G
g.

h : xrftxt-f.at ⇒ f- c-A -



b) ⇐ a) ( feat Htt)

c) ⇐ b) ( sp # g) = f¥fY et .)
d) à .sn don d' et

.
de J

.

Ass alg . fumée de l' ¢,
R) comme dans le Hun de Amé Weierstrass .

Fixons f E (X , R)
,

E 70
.

terme : ttx.ge X , 3g C- A t.gg = f-④ , gcyt -- ftp.

déc : q : CYR) - R
'

y % , g

J ge A
t
-e- y to

donc ce@ eu . #fdp .



• Ii a-
y , ce (A) = { ( t.tt , TER}

et on a
bien y # C- ce (A) -

• Si × # y , (a) , (b) das Stone - Weierstrass

⇒ 3- y , .gr, g.
C- A t.gg ¥0 , g ,

¥0
,

gdxt-tg.ly ) -
→ Si qq.li y , Eds) pop .

, 7g EA t' f-

07g , yep ¥0 ( ce prop . àecg ,))
et

g tg ( qlgs) prop -

à y



⇒ ( § § = g g (got ¥0

donc ce et y §
') nm pop . et g. je A.

Dans trusteras
, y (A) de dim

. SI dnc 4 A) = R
'

et q# E q

lune : ttx EX
, 3g × C- A tq -

g×
④ = f-④ et

t'

y
c- X
, g ×

> f41- e -

toi : I
,
= 4g c- A t -

q .gcxt-f-HJ.tt
y

c- Ix , Ug :-. { y ex tg g > ftg) - a } .



f- y 0 ⇒ le mur .

g

Parle lune pré , Ky E X
,
J
y
c-A t

-

q
f#= g ④ et ftp.gcyt

Alrs g
E Ix et y

EU
g ,

i -e.
, (4)

g
est m ramener omet

de X
.

⇒ Tt existe J
×
CI

× partie finir t - q .

@ g) g ×

recoure X
.

Soit g×
=

sup ) .

Comue
g④

= tel Age Jx, g × ④
= ftxt .



Pmtmt
y
ex
, 3g c- Txt -

g. y 7f41 - E .

Alors
g. Cgt

> gcp > f- y) - c ,
et on remarque que g *

EA .

terme : J'
y
c-A t'

g- kg - f11 , CE -

déni
: I = { h c- A t.q.tt y EX , Ky ) > f4) - t -
the I

, Vh :-. { × EX , hlx) C Hxttsl .

f. h ce ⇒ Un ours de X
.



par le terme pré , ttx EX, 7g × C-A t -
q fcxt-g.CH

et ky EX, g × 7f41- s .

Alrs
g ×
EI et X C- Vg,

i. e- @a) h mon
"
mot de X

.

⇒ 3- ICI fini tq . (4) ne j recrue X .

Soit
g : -- if E) . ( g E A)

YoitxEX.V-hEJghCxDfCxtEdncg@7fCxteet7hEJt.q.hCx) L f-d) te
d' où fcx) - E Chcx) C f-④ te ie

. If -g es
-



Eme
svp#txt - y 1 , XEX) attire (x get)

Hf - gta -- sp #t -
y / , xex} Ca .

fin dû
.

de s' w
. :

vrm

A C CYX,A) x. alg . fméevûfis les hp -

tn E IN
,
et tu C- A t.gl/f-fnlloC ¥ .

→ (f) n a vus f- rt A fmû ⇒ f- EA .

⇒ A = CC, M .



G. : (s .

w
. apex)

X up . top . got , A ss - of .

de ce@ e) t
- q .

a) Kx EX , 3- f- c-A t.gr f-④ ¥0 .

b) tx.ge ×, xty , 7f c- A t - q FH # ftp.

c) t f c- A, f- C- A
.

Alors A et deux dans C# e) .



G. : (Thm de Weierstrass)
Soit X partir opte de R .

L' ensemble des ftp.hgnmiols est dense dans C.¢
,

K) -

G. : Int a E RÎ .

Soit Cfa @,
K) = e. v. ds fb Copé .

la période a de IR dans K muni de la Cr mif sur R
.

a) le se - v. A
¢

de Cfdt , K) engendré pr ls ft
t ↳ et

"la
,
nez
,
est dense dans Cf (IR, .

b) le s' e. v. App de Cfa (kik) mg . pas ls ft
tn sir Krupa) , tre Cos (2T ntla ) est toussé dans Cfdt , M


