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Séries Numériques 6.2)

Introduction

E space vectoriel normé sur K - R on ¢
.

.
. Pour toute famille (a) i finie d'élément de E, ¥ i a un sens -

& propriété d' associativité / commutativité .

• L I -
-

N
,
ie

. pour une suite (nn) ne µ
E EN

on définir la suite (G)
a

des sommes partielles , où

{ = Èouh , pom n > o
.

£ (Sdn converge , on note n'Ënn Sa limite ns somme

↳ i. e. hin Sn existe



Même si ④
n

CV
, la somme n' est pas nécessairement Commutative :

si rp : Ns IN bjictrù , SI : = EÎ up peur ne pas
être Cv

,

et mème si net, on n' a pas forcément Ënpµ, -- ÈÎN .

1) Propriété géniale
¥, µ . µ) espace vectoriel tome à *I.Entrainer insistante ¥9Internes

Déf . :
soit d) NE EN ns série 2- un de terme général un .

On dit que [ un converge (a) si le suit (G)
a
des sommes partielles

converge , ie . bain Sn = hé Cot - --t un ) existe .

*

→ Dans ce cas
,
on appelle bain Su la somme de Inn un noté [an .

h TO

→ 5min
,
on dit que

[ un est divergent ( DV) .



Exemple : funk , avec un : =
1- tn Do

.

EHD@+4
'

On a un = ¥ - É
h

d' où Sn =
[ nk = t - ¥ 1*1ko

donc ¢)
.

CV
,
ici
,
[ un Cv

,
et

tou

[ un = 4
.

4--0



Prop . :
Si [ un Cv

,
alors (nn) , CV vers 0 .

dn Notons l = ÊÎ un .

On a lui S
,

= l

Ë s
.

e) ⇒ bin nn -- hi @ - s
. .. )

"

=
Û
- lao

.
Be

Rex: Condition pas suffisant :

un = Fn - tu

5. = un -- t DV mais un -

- fË=¥ 1¥ .

Ctihxpjm)



¥ : Soit fun! et d) n E EN t.q.vn -
- nn pom n > no

, no
EN .

Ahn Inn et [ vu sont de même nature Et on DV)

dn Sn -- È nn ,
si = Èovr

- tu > n
. .
Si - Sa = Ëovr - nn

dme aussi ¢) . Cv . Ba

Prof. l'ensemble Y :-. { (nn ) C- EN t'
q
. [ un Cv } des séries CV

est un sous - espace vetnil de
EN

.

De plus , [ :S - E en linéaire .

ta

@dis [ nn
ma



déc : ④ (nn)
.

E S
,

où
un = 0

,
tu 70 .

④ Soit @uh , (n'nln ES, et air ④n ,@itnbssui.de
sommes partielles :

+a ta

Sn Il = [ nn , si → l' = [ ni
h -0

"
a =

/

⇒ Ê@htnpY-.SntSn' - l +l '

du [ dam') Cv
,
et IÊ @ nuit = Ënn ÏÎ

② Soit (m) . ES , JE K . { = Ènh CV

⇒ Ë
.

.am -

_
as
. cv.ir?Ean)--xiEnn .

e.



Supposons que
E est un espace vectoriel normé complet

Rex
,
E = IR on e. (tonte ait de Candy est d)

Prof. (critère de Candy)
soit f.) n C- EN

.

Alors [ un CV Ssi (Sdn est de Candy , ie ,
Hoo

,
3- Ns>o t - q n> Ns , p > a ⇒ Nn - sn.ph E E

-

II n# t- - . - t temp Il
Remarque : ⑦ est toujours vrai , c'st pour €7 que la complétude est nécessaire
Exemple : (série harmonique) Sir @a)ne IRN

,
Û In pom

tous n > 1

la série [ ± DV

En effet , ÈÏ
, # > ponts mnçon .

Pour m -- En
, II --Izzy



2) Seins géométriques K -

_
Roue

Soit [un sein de terme général un = no d
"

, u
.

E Kyo}
J E K .

On note B@, D= J - 1,1 [ si K - R

= { Z Ee I IHCI } si K = ¢
Cas : 7f Bd, D. Ans fnnffn . Il #net »

(i -e- Id » 1) donc nn y 0 et [un DV -

En
:c? §,

D. ans sn - Ëîr -- ne Ë
.

Knox

Ma ⇒ d "
y a donc Sn = ,÷ ,

i.e- ÊÏ. = ÷ .



3) Séries à termes positif .

Soit @du C- RÊ ; alors ¢ =

y + - - - t un ) . est croissante
(En fait Sn est croissante 4) non à termes positifs)

↳ Soit (m ) n soit croissante
.

On a 2 cas :

⑨ (4)
n

n'est pas majorée , et alors lçivn = ta

⑥ (4) n est majorée par M 70
,
et alors (4) n CV vas
l ER

,
l = sçp un

C- M
.

Corollaire
: LA d)

a

C- RIN .

La série [ un CV SI (G) un majoré
n ↳ sommes petites

. Si [nnqdnsEI.nu = sup#n )) ; en partite, peut EÊÎ uh ,
tu > o

.



• Si [ un DV alors ÎÊ un = to (courtois justifié par le fair'

qu Sn = Êonh - + -)
Prof : Soit d)

n ,
(m )
,
E RIN
,
avec un C- vu pour

tout n EN .

④ Si [ un Cv
,
alors [ un des Ëonn EË un

③ Si [ un DV
,
alors [ va

Dt È
: on peur modifie

ne te l'énoncé en supposant
dh ④ tt n 70

, Ê un EEE up t ¥ vk un "
n M "ho ,{
ggygaaçay

-

CYDV ne draye pas ,
£ mais vrai

donc (G)
a

à froissant + majorée vers Ëuk EIR
⑤ Contraposée de ④ . B



Prof (un ) . . (un ) . t' g. ¥ défi pour rien . ,

et bin n

n.sn →* À
= :
de R

- Si [ un CV alors [ un CV

- Si 7 f-0
,
[ un et [ vu sont de même nature .

dix : . II → 7 ⇒ un E (HD r
, pom n assez grand

[un CV ⇒ §# un Cv ⇒ [ un Cv d'qui prop pré

• fr d f-0 alors on a aussi un E (ttJ ') un µ a assezgrand etc .

Dk



Lenny @a) a avec un ¥
n xp .

(a) n au vu ¥,

III. Ê =/ et on a vu g.En cv

⇒ [ ÷ er cv .

Py:(Critère de Cauchy)
Sit@dnElRINsih-positriedeTmsixmh-.Alns

[ un CV ⇐ [ 2
"

y , CV .



dû fort n EIN
,
et soit i EN Eq .

&
""
E i C- 2

"

.

Hi C- f2 " '
,
24f
,

n E ai En
2
" 2h

- t

2h 2
"

2h

[ n E [ ni E [ n
i -_ 2h

- t 2
"

j >2h
' ' i-zn.TL

" - t

à

{ f2
" g) EL ni C- 2

" "

nan . ,
i > 2h

-t

⇒ ta È.in.rs IÊ nie Ès","
donc [

un Cv [ singe Cv .



5) Séries de Riemann
#

série de Reimann

Pwp Pm x > o
,
la série [ ± est CV SI x > le

dm x > o ⇒ n te ¥ en positive décroissante
.

Donc par le critère de Candy, [ ± CV [CLÉ CV

même au "

÷: ÷:L : :
SI 471 .

autre : G a vu que
[ La DV donc [ ¥ DV pu 04 Et

une ⇒
On a vu que

2- ± CV du [ ± a pu xxa (± et. ) .



→ Soir x > I et posons f- : xs- ¥ .

. [t'④ = 1¥]
Accroissement finis son [ , un] vs f@D- f4 = f

'

¢), a # < htt .

n

" Ë.it#.-- Ë
⇒ [ l 1k¥ - = -Ému -

- C-DË ¥.
Ii.IE- tax [ Ex {¥

"

(F)a ,

et

SI x > 1
. ⑨



Godin : Soit Cnn ) ERIN .

• Si 7 x > l tq . Hank sois majorée, alors [ un CV
.

• Si J n
.

EN tq . nan > m
, pom n " ho ,

m > 0

alors [un DV
.

déc :
. Si n'

y
E M
,
alors un E NÉ ⇒ [ un CV .

4 terme gai d'un sénior
• Si nnn Dm alors % Eu . donc [un PV -

t d'une sé DV



① Sir NE RÏN
, nn = l-xER.tn EIN .

n'tx '
'

n'
nn → 1 donc [

un CV .

② va = sinon , a 70 n > h
.
assez grand pour que tu 70 -

fin nvn = a 70 donc [ un DV
.

③ wn = 1-
Sia , 47ha .

h

lui n'va = a
> a du [ un CV .

n



Et : E.E.Entrain - kiffe - z ) - ce
dn Sois un : = ± + Cyd -D - hz d) pom

n 72

Ëenn = ËI - hyn
de plus, un = ! + bg f- f) = 0¥) E fi , M > 0 .

Donc [
un
Cv vers Ç = kiff, ¥ - log ) - t &

Pcp : fin x >o . Alors la sûi [ ¥, CV ± x> t
-

d [ ¥, cu [ I cv

2
"

(bg25



Mü Içi = Épicée #
et [ ± CV ¥ a > 1

. Ba

6) Sommets des relations de comparaison
Reformerais d' un résultat déjà vu
4¥ : Soit euh, (a)ne IRIN

.

i) si vu = 0fr) pom n
-to
,
alors [ un Cv ⇒ [ y a.

ü) Si un ~ un pom n - t - ,
alors [

un rt
E vu ma mêre

nature
.

déc : i) un -- O (nn) ms J m >a t.q.vn E Man pom n > ne

ü) nn - va - lui ¥ = Mdr
[ un CV ⇒ E Mun à ⇒ [un cv .

h

et [ un , Eva snt de même nature



Pupi soir (nn )
.

ERIN
, (4)

n

C- RIN telle
que ma
-
vu , n
- +a

Alors

1) [ un Cv SI [ un CV , et les restes vérifient
ta

ÈÏ - En# ,
non

e) [ un DV ⇒ Z un DV
,
et ÊTÊ Ye

DI : 1) Supposons qu Inn " ( ⇒ En a)

nan nn ⇒ Asso
,
Jn
,
t'
q

n > n
,
⇒ te E. TÉ E tt c

(A) f- E)un E un E Lte) un
↳ ne ⇒ ( t - c) Ë te

E- Ë:* E lte)ÈÏ



Êvnet donc
te EtE t tte
[ hk
4- htt

2) Supposons [ un DV ( ⇒ 2-un DV)

(b) n 7ns ⇒ f- E) un Eun E (He) un

→ Ë
.

rate -KÉ EË.mg??ntHEi
- -

~È
.

uh × f- e ) m Ènkxftte)
⇒ 3 NE t' q n > Ne Ê

.tk/-2eE-..zynEtt2s De



*

§ÈËy ④ n

E MM Sn : = by YË ,
n > i

.

On a Sn = Ë
,
un à iËÏ ! sa, µ h >a

→ un = Shen , .bg ketfiif-hgfef.tt
Leur -- t + C- E) by f- f) -- t - C -E) (f- +Èzto

= t - t -État + 0¥) --0¥)
donc [

un CV ,
i.e.
, ④ncv vas SE R

,
et

%¥ → es
. En réalité es

= tant ns n ! - (E)
" Fin 8



7) Comparaison série - intégrer
Pwp Soit f : Rt- R me fonction positive , c pas morceaux,

décroissante sur IR
;

Alors le sit G)
n

est CV
,
où :

un :-. f-④ + . - - t f4 - § fttdt , n > 0

En foutais , [ fer ) et /? f-Hat ont même matin .

déni : tt he IN
,
t te [ le , HD , ff+1) Eff) C- f- (k)

-

t 4f c. fiscal C- Htt



n - l h - t ↳ h - t

⇒ E. f- Chut C- En Ip feat E E f-CH
- _ h=o_

ËHH - Hot S
.

"

# dt Êtes - te

⇒ OEHNIEËFCH - f.
"

feat le tel

÷
"
nn
- un = f-GH) - fi

"

f-Htt Eo

donc @ nln suite décroissante at minorée(par o) → du )n CV .



→ On a n ↳ Èofch) et un [ f dt

croissant=
et l' une de ces sites CV SI l'autre CV

( v n
I donc CV SI majorée & un = un - wn bornée)

Wn Î _

Remarque : Ê
.

f41 Cv ⇒ f doit tendre vers 0 en ta _

e (séries de Bertrand) [ f4 au f :X ↳§p× , xp ER.↳2

GÉO ⇒ [ f4) DV ( t'y 7 ± à parti d'un antan
ray)

→ f- et tu
pesitné au voisinage de ta



• t' ¥w÷ :b? ¥.
" -1! on

n = hyt
du

= État
donc . x > I n, [f- ④
dtcv.x-lnsfffetdt.gs! du Cv psl

• a E)qin, [ filet DV

Contini : E ça CV ⇐ a > l on f- loup > D



¥ : f : Rt - R positron , C
"

pas morceaux
,
dévisser

t.q.fi#x--o.

Si [ f41 CV alors le reste Rn = ËÏ
,

FN satisfait

{Îflttdt EN E [fcttdt
dû : Ii d- C- feu C- {

"

feat
C- ff+21 ESNÏ . _ . (remarque : 2f ou

'

'
'

ÏËÏËmettra effet, at ⇒Etat )
Ba



exempt Un valen opposé de S = ËÎ ¥ en

si -- Ëtre + [ ¥. et

• es - si
.

C [ ¥. = ÷. < ±
8) Série absolument CV (on quitte les séries positif

,
>
rounds.lu

¥ , I'll ) espace vectoriel tome complet ( par exemple R on ¥ man
Py : Soit @a) n GEM si [ Hunt CV

,
alors [ un CV .

On dit que [un est absolument Gmrgnte ( AC) .



tî Montrons que §). et de Candy (⇒ Cv car E- couper)

Mot. . . # Un
• Ellsnxp - SNH = Hunt - itnn.ph EÈÏ.MU « ËÏ#null

-

→ 0

donc [un CV B.
non

¥: ⑥ Inn
,
à

un = ÇÀ . Innl = ¥ t
-

g.
d'une sénior

donc En AC
.

⑧ idem pour [ TIE) et [ k¥1 ,
a ER .



Produits de série AC

n EIR ns ont = max @m) 70
n

-

= max @, - n) 70
On a n = ont - n

'

et fut = ont + à

t' Soir d) C- IRW
.

[ nn Ac ⇐ Enfer [ ni CV

to to to

et on a alors [ un = [ni - Iui .

4=0 ha no

déni
-

OE mnt tpuy et o E ni tlmt ⇒ Enfer [ ni eu

⑤ fr4 = nntt ni rt les sûrs W sur un ver de IRN
.



Py : Sir [un , Eva 2 séries ttç .

*

④ [dunton ) est AC (vers 7 [ un + [ vu ) ms S- e. v.
ta f ne

⑥ En est Acnvao Ein)x LEY) , où
wn =
[ n v

pa f
n - p

¥ ⑥ car 17 nntvnl t ftp.lunlxlvnl

④ ① 2pm 4) n , (a) n à terme positif , et notons

Un - È
.

uh ,
Un -- È.vn , Wu - Ème

~ wn - Ë Ënp vk.po-z.iq?nnivjEUnY-- ÈNËÎ



car OE itj En ⇒ O E i tn et 0 Ej En

D' un art ôté
,

Wen =p .ci?jeannitjEiEnijEIrj-- Un K

2h

h

O n 2h

On
a donc Wn t

(
"
"
" " wa.



→ (4) n est migré et croissait donc OV

De plus
¥
fin Un E UV this Wan -- fin Wn

où U -
_ high et V = fin Un

- [ un = [ un
4=0 h →

⇒ [ wncv.ir Ëwn -ËÏKËÏ ) .

LE.

Posons un = p.IM/vn-p )
⇒ un a @ ËNIËI )
⇒ [ un ex AC fon KI E un pas üg D)



Posons Un = ne t .
. - t nn , Un = Hot -- - t Vn

,
Un = mot . . - t wn

An = Ind t.it/vnI,Bn--IvoIt.-.tIvn/ , Ç = a. t - i. ton

et soir Bn = { (pq) C- IN? ftp.cnn/pt-q7n } .

- punk - wt-IE.yrqtgjefqllrql.EE.
→ 0

donc (44-4)=0 , et
d'apii)

ËÏ -- limwn - Khun -- LEÎNIËÏ ) -

§



n ! r FIN §)
"

Et. é :
-

- IË [ ÷ . ¥ JE:D
On a e*f = et × et

.

kiffer [ ¥ ,

2- ¥, Ac

rt È
.
iI × q,

= ÷ Ë xkg ? #*
"

-

Wu

Gan
qu En à ras KËÏ) -- é et
Ë.EE?---e*t a



9) Règles de Candy , d' Alembert

Soit ln) , C- IRN t.q.fm/Ecd
"

,
exo

,
a ECQE .

Alors [ un en Ac

- pom tuner d métrai

ça.fi?IG-smgfedekdyProISoir (4) n C- IRN et soir

L : - ÇI:p H
!

(os Lexa)
④ £ LCI

,
[un est AC

④ Si LYI
,
[mer grossière DV



dû si LCI
, fin Ê¥ Http CI
donc

svp Inml
±
L I pom n qd

m7h

donc KI text pom n gnd
donc Ind La

"

pour njmd
Si L > 1

,
3- me infini de n t -

q Inp
±
> l

⇒ psy > l

'

done und
it Inn DV .

B.



Exemple : un = n' ×
"

'

,
XEIR

.

Matt = nid" d'à hiasy H
!
C l si MCI
- tu si 1×171

⇒ [ un CV ssi 1×1 CI .

t'=p : Sir ¢!.cn/nE(Rf)Nt.qngd⇒ IE t' .

£ [ tn CV alors [ un CV

(⇒ Si [
un DV alors [ un PV)



t TE ± En ⇒ î÷ ⇐ ÷

⇒ ¥ c

ft tn > plpgmt.tk

Prof : Sir @In E R
"
t'
g- ¢

"

1)adf.fm ngmd

et → L E [0 , ta]

g) £ LCI, [nn AC

a) Si l 71 , Inn DV
.



t i) → JE >a t - q
Lte CI et pom n > Ns

,

II C Lts

on qphjn à . piece avec un = Etc)
"

D / III > t ⇒ ( nul). croissant à parti d'màhiz
X. a

Y et = 2¥
.

Ac cas : = ¥ - o

#a)
§ un = ¥ ,

n 71
,
× f- 0 .

III = : ¥ =

×
×

"

→ × donc [ ¥ Ac pom MC I

DV pour 1×1> le



3) un =

n !
×
" ?

II = (htt) × @
t'
2- n'

=

@yy2htIdloilinphaI.os' 1×14 " En. Ac

ta si Ixfxl .

→ Inn DV

b) Séries alternées

¥. 4.) a E IRN
.

En
,
est atterrée si un = EN va

avec
n

site d de réels positifs{
lçiv. = 0



Profs Toute sûr attirée [un est CV . Cnn -- ein )
£ Sn = n

.
t.it un alors S = ÊÎN. vérifie

{
µ ,
ESE Sep tp so .

J v

dè Sepa - Sgp - tape - rap » to ↳

{
ptt
- Sgp . ,

=

-

Vga,

* Vap 70
I

Epa - Sgp =
-

vçp,
EO

→ 0

⇒ ¢p)p , (syn )p sont adjacents du CV - eeûn
limit S -

_ Ënn DE



example: . Série harmonique atterrée ÎË Ç¥ CV .

•

un = In
tutti "

mm - ¥ -

- ËÆiËr
bain - nvn = l ⇒ [un DV .



t' ( Règle d' Abel)
@nIEIRNt.q. { = a. t.it un bouée

¢) C- IRI Iv
, fin 4--00 .

Alors [ c. un CV .

tu m

da [ genre =
[ sa § - Sn .)

n k = n
m
- t

= Êngesn - [ Etat Skf-- n - t

= Ems. - En sn.it ÈÏ Eh - gente
- -

→ 0 70



m
- t

IÊ annule Mlentsn) + En @ em) M

où § µ En Flexo .(
e

m + a) + Mtn -4)
= 2M En → o

n -> tes

[Encastra) avec en "0,40 et x¢àZ .

~) fn = as @a) t.it cela , = Re b) =



On a eikx
=

eixlht! p

î
-

X# 2Th, kez e
"
- /

⇒
e
" # 1 ix ¥1

= :÷./ Ei

:
¥

- e-

=

EË! a. ¥.
→ E- as#)×à¥÷H



NIEL
H 1

pm tu nso

donc la règle d' Abel s'applique et [ çanx) CV .

Ba


